1358

werten Beitrag zur Gesamtleitfahigkeit der Elektrolyt-
16sung liefern, da andernfalls ein selbststabilisieren-
der ProzeB nicht zu erhalten ist. Auch die Ver-
wendung von Pufferlésungen ist im allgemeinen ohne
Schwierigkeiten moglich. Sind Stérungen oder Reak-
tionen an den Elektroden zu befiirchten, so sind
separate Elektrodenkammern und ein Schutzelektro-
lyt zu verwenden (s. 0.).

3.5 Besondere Verwendungszwecke

F.F. SEELIG

hervorgehoben seien einige kernchemische An-
wendungen: Herstellung von Substanzen mit ano-
malem Isotopenverhiltnis fiir Isotopenverdiinnungs-
analysen, Isotopenanreicherung in Target-Materia-
lien, Darstellung reinster Substanzen fiir aktivie-
rungsanalytische Zwecke, tragerfreie Abtrennung von
Radionukliden, schnelle Bestimmung des Beweglich-
keitsunterschiedes zweier Komponenten und dessen
Abhingigkeit von der Elektrolytzusammensetzung
u. a.

An den experimentellen Vorarbeiten waren die Her-
ren D. Beane und H. D. Frever beteiligt, deren Er-
fahrungen hier mitverwendet wurden. Die Kurve 4 in
Abb. 2 wurde von Herrn W. TaiEMANN gemessen.

Infolge der apparativen Einfachheit und der viel-
seitigen Anpassungsfihigkeit ist das Verfahren fiir
zahlreiche priparative Aufgaben geeignet. Besonders

Numerische Lésung der 2- und 3-dimensionalen Schrédinger-Gleichung
fiir beliebige Molekiilpotentiale durch iterative Variation numerischer Testfunktionen
mit einem Digitalrechner

II. Transformation des 3-dimensionalen Potentials in ein iiberall endliches Pseudopotential durch geeigneten
Produktansatz fiir die Testfunktionen — Rechenprogramm zur Losung der ScHrODINGER-Gleichung
in 3-dimensionalen kartesischen Koordinaten

Frieprica Franz SeeLic
Physikalisch-Chemisches Institut der Universitdt Marburg

(Z. Naturforschg. 21 a, 1358—1367 [1966] ; eingegangen am 25. Miarz 1966)

3-dimensional one-electron wave functions are evaluated on the basis of the well-known variational

and orthogonality principles, but the test functions are described by the product of an anlytical factor,

e—2, 0= ZK rK,e with Zg=nuclear charge of the K-th atom and rg, e=distance of the K-th
K

nucleus from the electron under consideration) that is common for all states and generates cusps
at the loci of the nuclei, and a factor F that is individual for the different states and is submitted
to variation. The product inserted into the original 3-dimensional ScuropINGER equation yields several
terms, one of which exactly compensates the potential due to the nuclei, thus rendering finally a pseudo-
potential which is generally discontinuous at the nuclei, but everywhere finite, whereas the true poten-
tial goes to —oc at the nuclei. The function F is defined in a 3-dimensional lattice with constant mesh
and the expression for the expectation value of the energy and its variation are formulated for the test
function e—¢ F, F being numerical. As the final function thus gained is a molecular orbital that con-
sists of a numerical and an exponential part, it may be called a NEMO (numerical exponential mole-
cular orbital). A temporary program based on these special conditions and written in FORTRAN II
is shortly described. As 4 large fields of the same size are stored in core storage (32 K) at the same
time, only 20X16 X16 meshpoints are available for the test function. Thus in this relatively coarse
mesh excellent results are gained for the ground states of H and H,* as test examples (error in energy
less than 0.02%), but less good ones for some excited states (error in energy 0.2 to 2.3%, depending on
the compactness of the wave function).

Im vorangegangenen Teil 1! dieser Reihe konnte
das bekannte Variationsprinzip der Quantenmecha-
nik fiir in einem 3-dimensonalen Raster definierte
numerische Testfunktionen in eine Form gebracht
werden, die es gestattete, durch iterative Punkt-fiir-

1 F.F. Seeuig, Z. Naturforschg. 20 a, 416 [1965].

Punkt-Variation zum Energieminimum zu gelangen
und so die zum energiedrmsten Zustand gehorende
Einelektronwellenfunktion zu finden. Die zu ho-
heren Energien gehorenden Wellenfunktionen wur-
den nach derselben Methode erhalten, aber unter
gleichzeitiger Einhaltung der Orthogonalitit zu al-
len bereits gefundenen Funktionen niedrigerer Ener-

@NOIS)

ND

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



SCHRODINGER-GLEICHUNG FUR BELIEBIGE MOLEKULPOTENTIALE II

gie. Fiir den analogen Fall 2-dimensionaler Funktio-
nen konnte ein Rechenprogramm in FORTRAN II
geschrieben werden, das inzwischen geringfiigig er-
weitert wurde und mit dem bis heute iiber 100 ver-
schiedene Molekiile oder Strukturvarianten gleicher
Molekiile nach der zweidimensionalen Elektronen-
gasmethode berechnet wurden.

Bei dem Versuch, ein Rechenprogram fiir 3-di-
mensionale kartesische Koordinaten zu schreiben,
bereitete jedoch der Umstand erhebliche Schwierig-
keiten, daBB beim Potential im 3-dimensionalen Fall
— im Gegensatz zum 2-dimensionalen Fall bei
Anwendung auf die 2-dimensionale Elektronengas-
methode — Singularititen an den Orten der Kerne
auftreten: am Ort eines Kerns ist die potentielle
Energie eines Elektrons bekanntlich — co , wahrend
das 2-dimensionale Potential dort endlich bleibt, da
es durch einen Integrationsprozefl gewonnen wird 2.
Nun kann zwar das Potential im Mittelpunkt einer
Rasterzelle durch deren mittleres Potential ersetzt
werden und der dadurch entstehende Fehler in der
Wellenfunktion durch entsprechende Verkleinerung
der Rasterbreite in der Umgebung eines Kerns be-
liebig vermindert werden, dieses Verfahren wiirde
aber ein ungleichmifiges Rasternetz bedingen und
in der praktischen Durchfiihrung zu groBen Kom-
plikationen fithren. Es wurde daher fiir den 3-dimen-
sionalen Fall eine vor der numerischen Approxima-
tion liegende und noch vollig exakte Umformung
der Wellenfunktion eingefiihrt, die zu einem Pseudo-
potential fiihrt, das zwar nicht in jedem Fall iiberall
stetig, aber iiberall endlich ist.

1. Produktansatz fiir die Wellenfunktion

Die 3-dimensionale ScurGDINGER-Gleichung fiir ein
herausgegriffenes Elektron in einem beliebigen Mo-
lekiil kann in der iblichen Néherung (BorN—OppEN-
HEMER-Niaherung, Vernachlassigung relativistischer
Effekte sowie von Bahn-Spin-Wechselwirkungen) be-
kanntlich in der Form

-1Vvre- 3 éK Y+VuP=E¥ (1)
(in atoma,ren Einheiten)

geschrieben werden, wobei \/ der vektorielle Dif-
ferentialoperator Nabla mit den Komponenten 9/3z,

2 H. Kuan, W. Huser, G. Haxpscuig, H. MarTiN, F. ScHAFER u.
F. Big, J. Chem. Phys. 32, 467 [1960].
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S/Ay und 3/3z und somit
S T R L
Vi= 5o +op t g —diverad (2

ist. Zg ist die Ladung des K-ten Kerns (in positiven
Elementarladungen als Einheit), rx . der Abstand
des K-ten Kerns mit den Koordinaten (zg, yx, zk)
vom herausgegriffenen Elektron gemil

re=V(@—zk)2+ (y—yr)*+ (z—2)% (3)

und Vg (z,y,z) die potentielle Energie des heraus-
gegriffenen Elektrons im gemittelten Feld der iibri-
gen Elektronen.

Hier ist das Potential der Kerne explizit angege-
ben; wie man sieht, ist es an jedem Kern (rg .=0)
unendlich. Das Potential der iibrigen Elektronen
hingegen mag modellmaflig vorgegeben sein oder
aber besser nach dem Harrree—Fock-Verfahren
selbstkonsistent erhalten worden sein. In jedem Falle
ist es, da es in einem Mittelungsprozel gewonnen
wird, iberall endlich und somit fiir die spateren
numerischen Rechnungen ,harmlos®; seine explizite
Form ist im ibrigen in diesem Zusammenhang
gleichgiiltig.

Damit E im Falle einer Eigenfunktion ¥ wirklich
Eigenwert, also eine Bewegungskonstante auch an
den Kernen sein kann, mufl die lokale kinetische
Energie, also der Term — % \/2 /¥ dort unendlich
werden, wodurch Spitzen von ¥ an den Kernorten
bedingt sind, falls dort ¥ 50 ist.

Wie Conroy 3 ausfiihrt, hat eine Testfunktion

Dy=e"° (4)
.Q: %ZK TK’e (5)

die Eigenschaft, dafl fiir sie der Ausdruck fiir die
lokale kinetische Energie

—3V2D)/Dy= 1 V20— 1 (Vo)  (6)
einen Term (nimlich 4 \/20) enthilt, der das Kern-

mit

potential — %—VZ—K- exakt kompensiert, da, wie
TK, e
man leicht nachpriift,
3}V2o= 2 28, (7)
K TK,e

Gleichwohl ist @, nur im Falle des Grundzustands
wasserstoffahnlicher Atome selbst Eigenfunktion, da
dort Vg =0 und (V/©)2=Z2=const und somit
E=—-3(Vo)2= -1 272 ist.

3 H. Conroy, J. Chem. Phys. 41, 1331 [1964].
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Trotzdem kann die angenehme Eigenschaft von
@, , nach Einwirken von \/2 das Kernpotential zu
kompensieren, bei beliebigen Molekiilen erhalten
bleiben, wenn man den Gedanken von Conroy, der
spezielle Testfunktionen mit dem Faktor @, benutzt,
verallgemeinert und folgenden Ansatz fir die Test-
funktion des p-ten Molekiilorbitals, @, , macht:

D, =D F,=e°F,, (8)

wobei e~ ¢ eine vorgegebene analytische, fiir alle
Wellenfunktionen eines Molekiils gleiche Funktion
ist, welche Spitzen an den Kernen hat, und F, eine
zu bestimmende, fir den jeweiligen Zustand spe-
zifische, also insbesondere die Knotenflachen erzeu-
gende Funktion ist, die wieder numerisch durch ite-
rative Variation gewonnen werden kann.

Mit dem Ansatz (8) geht die ScHRODINGER-Glei-
chung (1) tber in

e ?|—3V2F,+ (Vo VF,) — 3 (Vo)2F, (9)
+3V2oF,— %{ZIEK*FerVEIFp =e ¢k, F,

s €
und wegen (7) in

e[~ 3V2F,+ (Vo VF,) + V' F,] =e~¢E,F,.
(10)

Darin ist V=—-%Vo)2+Vg (11)

das bei mehratomigen Molekiilen am Ort der Kerne
unstetige, aber nunmehr iiberall endliche transfor-
mierte oder Pseudopotential.

Die formale Ahnlichkeit zwischen wahrem Potential
und Pseudopotential ergibt sich besonders deutlich,
wenn man ersteres mit Hilfe von Gl. (7) ebenfalls
durch die Grofle o dargestellt:

Potential V=—%V20+Vg,

Pseudopotential V' = —3% (V)24 Vg .

Wahres Potential ¥ und Pseudopotential ¥’ sowie die
Funktionen ¢ und e~2¢ sind fiir das H-Atom bzw. H,"-

Molekiil-Ion in den Abb. 1 bzw. 2, 3, 4 entlang ver-
schiedener Geraden dargestellt.

Abb. 1. Darstellung der Groflen o (—-—-— ), e—2 (———),
Potential V=—3% /20 (++++++++- ) und Pseudopotential
V'=—%(Vo)? ( ) fiir das H-Atom. Koordi-

nate: beliebige Richtung durch den Kern. (Am Ort des Kerns
ist ¥’ nicht definiert!) Alle GroBen in atomaren Einheiten.

Abb. 2. Darstellung der Grolen o (—-—-—-— ), e2¢x100

(————), Potential ¥=—1% /20 (++-----": ) und Pseudo-

potential V'=—3(Vo)? ( ) fiir das H,'*-

Molekiil-Ion. Koordinate: z-Achse = Molekiilachse. (Am Ort

der Kerne ist ¥’ nicht definiert!) Alle GroSen in atomaren
Einheiten.
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Abb. 3 wie Abb. 2, jedoch Koordinate senkrecht zur Molekiil-
achse durch einen Kern.

Gl. (10) hat gegeniiber Gl. (1) allerdings die
Nachteile, daBB (a) auBer den zweiten Differential-
quotienten (namlich \/2F) auch noch die ersten
(niamlich \/F) enthalten sind und (b) durch die
Kompensation eines Teils der kinetischen mit der
potentiellen Energie im Feld der Kerne nach (7)
die Erwartungswerte der kinetischen und potentiel-

2e[—3V/2Fp Fp+ (Vo VFp) Fp+ V' Fp*] dzdy dz
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/Sl

-3
Abb. 4 wie Abb. 2, jedoch Koordinate senkrecht zur Molekiil-
achse durch den Schwerpunkt.

len Energie getrennt nicht mehr direkt bestimmt
werden konnen und somit nicht mehr zur Kontrolle
nachgepriift werden kann, ob die gewonnene Wellen-
funktion das Virialtheorem erfiillt.

Der Erwartungswert der Energie W, lautet fiir
die (unnormierte) Testfunktion @, (wie in Teil I
werden nur reelle Funktionen betrachtet) :

L

(alle Integrationen in dieser und den folgenden For-
meln erstrecken sich iiber den ganzen Raum).

Die Orthogonalitatsrelation lautet

[[[e2eF,F,dzdydz =0 fiir alle g<p. (13)

Nimmt man hier als Testfunktion F, eine numeri-
sche Funktion in einem 3-dimensionalen Raster, er-
setzt \/2F, und \/ F, durch entsprechende Diffe-
renzenquotienten und die Integrale durch Summen
iber alle Rasterzellen und variiert schlieflich F,
statt @, selbst um AF zu F,+ AF Punkt fir Punkt,

[[fe—2e Fp?dz dy dz

(12)

so hat man wieder den Anschlufl an das in Teil I
beschriebene numerische Variationsverfahren ge-
wonnen.

Man kann sich aber auch noch einen Schritt wei-
ter von der urspriinglichen ScHRODINGER-Gleichung
(1) entfernen: durch partielle Integration von (12)
erhilt man unter Ausnutzung der Tatsache, daf} @,
im Unendlichen verschwinden muf,

W, = JJJ e=2[3 (VFp) 24V Fp?] dz dy dz .
“ e~2 Fp? dz dy dz
Wie der Vergleich mit dem analogen Ausdruck fiir

(14)
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Gesamttestfunktion @, und wahres Potential ¥
A I3 (VD)2 +V Dp?] dz dy dz
[T ®,% dx dy dz
zeigt, besteht der zusatzliche rechnerische Aufwand
nur in der Multiplikation mit dem Faktor e~2e¢,

Gl. (14) ist einfacher als (12), erfordert also
weniger Rechenaufwand und insbesondere wesent-
lich weniger Speicherplatz, da nun der Vektor
\/o=grado, der komponentenweise gespeichert
werden miiflte, nicht mehr zusitzlich auftritt, son-
dern nur das Skalarprodukt (\/0)2, das aber als
Bestandteil des Pseudopotentials V'’ auftritt und
nicht gesondert gefiihrt werden muf.

Wir wollen nun im folgenden von der im Hin-
blick auf (1) noch véllig exakten Gl. (14) fur den
Erwartungswert der Energie W, fiir eine Testfunk-
tion e~ ¢ F,, ausgehen, um eine numerische Funktion
F, zu finden, die W, zum Minimum bringt. Eine auf
diese Weise gefundene Funktion e™¢-F), als Appro-
ximation fiir die exakte Wellenfunktion ¥, soll der
Einfachheit halber im folgenden NEMO (numerisch-
exponentielles Molekiil-Orbital) genannt werden.

Dazu teilen wir den Raum wie in Teil I in ein
Gitter von Elementarwiirfeln der Kantenlinge 4s
ein und ersetzen den Wert der zunachst kontinuier-
lichen Funktion in der Mitte des in z-Richtung i-ten,
in y-Richtung j-ten und in z-Richtung k-ten Wiirfels,
also F(z;, y;, z;) durch den Wert der numerischen,
in diskreten Punkten definierten Funktion, F; ; 1,
sowie F(x;+4s,y;,z;) durch F;,q ;5 usw. (Der
Index p ist hier der Ubersichtlichkeit halber fort-

gelassen.)

F. F. SEELIG

Da
1 12
g {*3* [F(ZH‘AS, Yi, zx) —F(xi—AS, Yi» Zk)]

— 15 [F@i+245,y5,2) ] —F (22 4s,y;,24)] }

~(55),e, — 36 9% (55,

Y=Y; Y=Y
2=z 2=z

+ hohere Potenzen von A4s

(15)

und somit

2
TAIs)_2 {737 [F(zi+ds, yj, 21) —F (wi—4s, yj,2)]

—p [F@+24ds,y;,5) —Flz-24s,y;,2)] |

QF \2 1 F 35F
—[2F — L1 (45 ,,,,,,,)
(az )z=z‘ 15 (ds) (ax Q% Jz=z,
Y=Yi Y=Y
2=2 2=2

+hohere Potenzen von 4s (16)

ist, kann (9F/9z)? in dem Ausdruck

- (8 2
(VF)2= (81‘) +l3) s
an der Stelle 7, j, k durch
dF\2 1 (2
(782'):=z, sl { g Fietgu—Fiog,8)
y=y 1 2
= = (Fussn—Fiesn) | (A7)
ersetzt werden, und analoge Substitutionen ergeben
sich fiir (3F/Qy)2 und (3F/3z)2.
Wie man sieht, werden in (15) jedoch nicht di-
rekte Nachbarpunkte miteinander in Beziehung ge-

setzt, sondern nur iibernichste bzw. viertnichste

Nachbarn. Das hat bei der numerischen Rechnung

den Nachteil, da} bei antisymmetrischen Zustinden die Funktionswerte von Rasterzellen mit geradzahligen
Indizes und die mit ungeradzahligen Indizes in zwei getrennte Folgen mit umgekehrten Vorzeichen zerfallen,
die nicht miteinander in Beziehung gesetzt werden und folglich nichts voneinander ,,wissen®.

Eine dhnlich gute Approximation fiir das Quadrat des 1. Differentialquotienten, bei dem auch direkte Nach-
barn miteinander kombiniert werden und bei der daher jener Umstand nicht auftreten kann, lautet:

1
(As)?

1
= 5f [F(x;+24ds,y;,2) — F(xi,y;,2) 12

[ [Fi+ds, 9,20 —F@i,95,20 12 + 5 [Flai—ds,y;,2) —F(@,y;,2)1°

— oy F@i=2 45,93, —F(@i,95,2)1° |

_(9Fy _ 1 4 (OF &F _ 1 ggye (S°F SF _ L pe)s (3F ) (18)
"(a; )m‘w (4s) (az azs)m‘ g (49 (axz 3 )H‘ g (49 (axs )z=z.
Y=y y=y; y=y; Y=y
2=2z z2=2 =2 2=z
+ hohere Potenzen von 4s,
so daf} sich die Approximation
(,SF,)Q ~ 1
3z Jz=x; = (As)2

Y=Yy;

((81’73;;)2 und (OF/3z)2 entsprechend) ergibt.

|
i (Fi_o,5,6—Fij,5)®

2 2 1
{ 2 (Fivt,5,6—Fij,1)%+ 3 (Fit,5,6—Fi %)% — 57 (Fivo,jx—Fijx)? (19)
|
J
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Fiithren wir noch

X = (e

1363
20) yma, (20)
Y=Yy;
2=2)

ein, so geht (14) nach Kiirzen von (4s)3 fiir dz dy dz iiber in

~W — SX . -l
et ?%Xw (43(43)2[

16(Fiv1,jx—Fi 5, 6)2 +16(Fi_q jx—Fi j )2

—(Fivo,jx—Fij0)>— (Fico, 6 —Fi 3, 1) 2 +16(Fi 1,5 —Fi 1, 1)% +16(F; j_1,x—Fi j %)

— (Fijezx—Fij0)% -

2 — (Fijkee—Fij )%= (Fi,i,k—Q_Fi,i,k)g] +ViiuFi i, ;/(g ; %Xi.j_};pl?;j,k)

und die Orthogonalitatsbedingung (13) iber in

2 2 %Xi,j,k(Fi,i,k)p(Fi,i,k)q=0 fiir alle ¢<p,
1 ] v

die an die Stelle der Gln. (I,6) und (I,7) [d.h.
Gl. (6) und (7) in Teil I] treten.
Die Gl. (I, 21) geht sinngema8 iiber in

(23)
Y
—:Zi{[zjzg)ﬁ, 16 Fi 5,8 (Fi5,5) g (48)3] - (Fim,n) o }

wenn die Funktionen F, die endgiiltigen orthonor-
mierten Funktionen * sind, die bereits nach dem Ver-
fahren erhalten worden sind, und F bzw. F’ (ohne
Index ¢) die vorldaufige nicht orthogonalisierte bzw.
orthogonalisierte Testfunktion * ist, die nach wieder-
holter Variation und Orthogonalisierung am Schlufl
nach der Normierung in die gesuchte Funktion F,
iibergehen soll.

Fiihren wir nun die Variation an einer beliebigen
Stelle (I, m,n) durch, setzen also Fj , ,+AF an
Stelle von F; , 5, so erhilt man analog wie in Teil 1
und wie im Anhang naher ausgefiihrt wird, W +4W
an Stelle von W mit
24F(A+Fym,nB) + (AP B

Fi,m,n = Fl, m,n

aw = N+A4N (24
wobei A=A4,+A4,+4,, (25)
B=Bx+By+Bz+Xl,m,n(Vl',m.n —I_V), (26)
N=322> %Xi,i,kFiz,j,k, (27)

t
AN=X1,,,,,AF(2FI,,,,,+AF), (28)

Az 4-8(A 5)? [(Xl+2mn+len) Fl+2 m,n

4 (Xl-2,n_l,n+Xl,m,n) Fl-2,m,n
—16(Xl+1,m,n+Xl,m,n) Fl+1,m,n
—16(Xl 1mn+len)Fl lmn]s

[30le n+16Xl+1 m, n+16Xl 1,m,n
(30)

(29)

B, = 48(A )2

—Xl+2, m,n "'Xl-2, m,n]
* nach Multiplikation mit e—¢

(Fij_ox—Fi3,2)2+16(F;;no1—Fij 1) +16(F;j p-1—Fij1)?

(21)

(22)

und A4, und A4, bzw. B, und B, analog zu A4, bzw.
B, gegeben sind.

Damit eine moglichst starke Verbesserung der
Testfunktion erzielt wird, soll AW moglichst stark
negativ werden.

Differentiation von AW nach der noch frei verfiig-
baren Variation AF ergibt aus (24)

aAW 2(4+Fi, m,nB)+2 AF-B
QA4F ~ N+4N ’

wenn N + AN wegen AN < N als ungefahr konstant
betrachtet wird, somit

AFextr.%AF0= _(A+Fl,m,nB)/B
=—(A/B+Fy, pm,n) - (32)

Nochmalige Differentiation von (31) nach AF ergibt
324W/3 (AF)2~2 B/ (N + 4N) (33)

und zeigt, da nach (27) N, und damit auch wegen
AN <N, N+A4AN immer positiv ist, daB bei
AF oyt ~2AF ein Minimum liegt, wenn B positiv ist.

Da nach (24) und (32)
ATy = (4T sy sn— —2BUFDBUE:

~ N+4N
B(4Fy)*

N+AN

(31)

(34)

gilt, ist fiir B>0 also auch immer AW <0, bedeutet
also eine Verbeserung der Testfunktion an der Stelle

(I, m,n).

Wie man leicht aus (26) und (30) sieht, ist fiir nicht
zu grobes Raster bei in 1. Ndherung konstanter Ex-
ponentialfunktion X

60
B=Xi,m,n

48(A )2 +Vl m,n— WJ
=X1, m,n [3,75/ (4s)24+V't, m n— W] s
d. h. es muB} 4s so klein sein, dal auch fiir das kleinste

(35)
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Pseudopotential V' s, » und die groBite Energie (am
Anfang der Iterationen)

3,75/ (AS) 24 V’I, m,n— I_V_> 0 ist.

(Im Teil I hiel die entsprechende Bedingung vollig
analog

3,75/ (4s)*+V L, m, n—7> 0;

allerdings ging dort das wahre Potential V' — selbst
bei Mittelung iiber die Rasterzelle an den Kernen —
bis zu wesentlich stirker negativen Werten als das
Pseudopotential ¥’ in (35)!)

2. Vorliufiges Rechenprogramm
fiir 3-dimensionale kartesische Koordinaten

In FORTRAN 1II wurde fiir einen Kernspeicher
von 32 700 Wortern ein Rechenprogramm geschrie-
ben, bei dem die jeweils zu bestimmende Funktion
F, ganz im Kernspeicher untergebracht wird. Da
auflerdem gleich groBe Felder fir die Exponential-
funktion e 2¢, das Pseudopotential /" und die je-
weilige Funktion F, benétigt werden, deren Anteil
in der Testfunktion gerade nach Gl. (23) zur
Orthogonalisierung bestimmt und abgezogen werden
soll, stehen fiir die zu bestimmende Funktion nur
20x16 x 16 =5210 Elementarwiirfel zur Verfi-
gung. Dadurch ist zwangsldufig bei ausreichendem
Gesamtvolumen des erfaliten Bereichs die Kanten-
linge As des Elementarwiirfels relativ grof. Soll
diese nicht zu grofl und damit auch der Fehler der
numerischen Differentiation und Integration zu grof3
werden, so diirfen nur sehr kleine Molekiile hoher
Symmetrie mit diesem vorldufigen Programm be-
rechnet werden. Es wird daher vorausgesetzt, dall
die berechneten Molekiile 3 jeweils auf der z-, y-
und z-Achse senkrecht stehende Symetrieebenen be-
sitzen und dementsprechend nur 1/8 des Gesamt-
molekils berechnet.

Es ist geplant, in den endgiiltigen Programmen die
4 genannten Felder in einem Plattenspeicher unterzu-
bringen und im Kernspeicher jeweils nur die zwei-
dimensionalen Schichten voriibergehend zu speichern,
die gerade zur Rechnung benotigt werden, wobei die
zur Berechnung der ndchsten Schicht benétigten neuen
Schichten simultan zur Rechnung die im selben Zyklus
nicht mehr bendtigten Schichten iiberschreiben sollen.
Dadurch konnen die Schichten gegeniiber dem jetzigen
Programm wesentlich umfangreicher werden, wihrend
in der dazu senkrechten Richtung eine Begrenzung nur

noch durch die sehr groe Speicherkapazitit des Plat-
tenspeichers besteht.

Man sollte erwarten, da der Ubergang von Gl.
(14) bzw. (13) zu (21) bzw. (22) geringere Feh-
ler mit sich bringt, wenn statt der Exponentialfunk-
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tion e 2¢ bzw. dem Pseudopotential 7/ am Mittel-
punkt einer Ratserzelle der jeweilige Mittelwert fiir
die Rasterzelle in den Gln. (21) bzw. (22) verwen-
det wird. Die erhaltenen Werte fiir die Funktion F,
sind dann ebenfalls eher Mittelwerte der einzelnen
Zellen als Funktionswerte fiir die Koordinaten der
Mittelpunkte. Der Unterschied zwischen beiden ver-
schwindet allerdings mit abnehmendem As. Die bis-
herigen Ergebnisse bestitigen aber nicht diese Er-
wartung.

Die Mittelwerte von Exponentialfunktion und
Pseudopotential in einer Rasterzelle werden in ein-
facher Weise dadurch approximiert, da} jede Raster-
zelle in 8 gleiche Unterzellen unterteilt, fiir deren
Mittelpunkte die betreffenden Werte berechnet und
aus diesen die jeweiligen Mittelwerte gebildet wer-
den. Die endgiiltigen Funktionen werden in diesem
Programm auf einem Magnetband gespeichert. Da
dieses Programm nur zur Priiffung der Methode
dient und nur das Wasserstoffatom und Wasserstoff-
molekiilion als Testbeispiele gerechnet wurden,
brauchte fiir das AbstoBungspotential der ibrigen
Elektronen bei diesen einelektronigen Molekiilen
keine Vorsorge getroffen zu werden. Bei Anwen-
dung auf Molekiile mit mehr als einem Elektron
kann aber das Programm einfach dahingehend ge-
andert werden, dall V' am Anfang als 0-te Nahe-
rung sinnvoll vorgegeben wird und nach Erhalt der
Wellenfunktionen aus diesen nach irgendeiner self-
consistent-field-Methode berechnet und den Iteratio-
nen immer wieder bis zum Erreichen der Selbstkon-
sistenz zugefiithrt wird. Die Berechnung der 0. Néahe-
rung von Vg, ist bereits einprogrammiert, die no-
tigen Parameter konnen mit den Daten eingegeben
werden. Wie in dem im Teil I beschriebenen 2-di-
mensionalen Programm wird die Testfunktion am
Rand gleich Null gesetzt, der Rand selbst den Kon-
turen des Molekiils dadurch angepalit, da} er auf
eine Flache mit ungefdhr gleichem, hinreichend klei-
nem e 2¢ gelegt wird. Beginn der Rechnung in
einem groben Raster und Verfeinerung des Rasters
ist zwar im Programm vorgesehen, kann aber im
allgemeinen nicht ausgenutzt werden, da sonst das
Raster am Anfang zu grob und damit die Fehler zu
groll werden oder aber die Rechnung wegen der Be-
dingung B>0 [s. Gl. (33)] sogar instabil wird.

Als Ausgangstestfunktion dient beim totalsymme-
trischen Grundzustand (p=1) eine Konstante, sonst
eine Funktion vom Typ a+b(x+y +2z) (p—1), die
im Falle einer Antisymmetrie z.B. in z-Richtung
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mit der Koordinate z selbst multipliziert wird. Die
Variation AF wird zunachst gemall Gl. (32) berech-
net, dann aber dhnlich wie bei der von anderen Vor-
aussetzungen ausgehenden, aber zu dhnlichen End-
formeln gelangenden Relaxationsmethode im Sinne
einer Uberrelaxation iibertrieben, was zu einer
schnelleren Konvergenz fiithrt. So wird tatséchlich
als Variation der 1,5-fache Wert von 4F, nach Gl.
(32) genommen, der entsprechende Wert fir die
Energieerniedrigung ist 0,75 AW, trotzdem ist die
gesamte Energieerniedrigung nach einem Variations-
zyklus groBer als ohne diese Ubertreibung, da ja
AWy nach Gl. (34) auf Grund der noch schlecht an-
gepaBBten Umgebung Fi.1 m ns Fi-1,m n usw. be-
rechnet wird. Wieder wird wie beim 2-dimensiona-
len Programm im Falle hoherer Funktionen nicht
nach jeder Variation orthogonalisiert, sondern nach
jedem 1., dann 2., 3., ... Male, je nachdem wieviele
Anteile niedrigerer Funktionen bei der vorigen Or-
thogonalisierung gefunden wurden.

3. Beispiele

Um die Methode selbst, unabhingig von Approxi-
mationen, die schon im Potentialanteil Vg, z. B. lie-
gen, zu testen und weil die relativ wenigen Raster-
zellen ohnehin nur die Behandlung sehr kleiner Mo-
lekiile erlauben, wurden die Berechnungen mit den
vorliegenden Programmen nur auf die ganz wenigen
exakt [im Sinne der ScHRODINGER-Gleichung (1)]
losbaren Probleme beschriankt: wasserstoffahnliche
Atome und zweiatomige Molekille mit nur einem
Elektron; es wurden speziell das H-Atom und das
Wasserstoffmolekiilion H,* berechnet. In beiden
Fillen ist Vg, =0. Die strenge Losung von Gl. (1)
gelingt im Falle des H-Atoms bekanntlich durch Se-
paration in sphérischen, im Falle bei H," in ellipti-
schen Koordinaten. Die Energien und Wellenfunk-
tionen der unteren Zustinde konnen im Falle des
H-Atoms sehr leicht berechnet werden, im Falle des
H,* jedoch entstehen Darstellungen durch unendliche
Reihen; hier wurden Tabellen von Bates, LEDsHAM
und StEwART 3 Zum Vergleich herangezogen. Die Re-
sultate wurden im Falle des Grundzustandes von H,*
auflerdem mit der iiblichen LCAO-Methode (unter
Verwendung von H-Atom-1s-Funktionen ohne scal-

4 E. Stierer, Einfithrung in die numerische Mathematik, B. G.
Teubner Verlagsges., Stuttgart 1963, S. 173. Den Hinweis
auf diese Moglichkeit verdanke ich Herrn Dr. F. Bir, Mar-
burg.
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ing-factor) und der Methode von Conroy? vergli-
chen. Wie im Zusammenhang mit den Gln. (4) bis
(7) bereits angedeutet, ist der Faktor e™2 im Falle
des Grundzustandes des Wasserstoffatoms bis auf
die Normierungskonstante schon selbst die gesuchte
Eigenfunktion. Die Funktion F ist also in diesem
Falle konstant. Gibt man als Ausgangstestfunktion F
irgendeine Konstante vor, so diirfen keine Variatio-
nen stattfinden, wenn das beschriebene Verfahren
gegen die theoretische Funktion konvergieren soll.
Tatsachlich wird die Funktion vollig konstant ge-
lassen, bis auf die duBersten Bezirke unmittelbar
am Rand, wo zunichst ein steiler Ubergang auf Null
vorliegt: hier wird diese scharfe Kante durch ein-
malige Variation etwas abgerundet.

Bei allen ibrigen Zustanden des H-Atoms und
bei simtlichen Zustinden des H,*, wo ¥’ nicht mehr
konstant ist, erfolgt echte Rechnung, ebenso beim
Grundzustand des H-Atoms, wenn man absichtlich
eine falsche Anfangstestfunktion vorgibt.

Die Energien der berechneten Zustinde von H und
H,* sind in der folgenden Tabelle dargestellt und
mit den exakten Werten und teilweise mit nach an-
deren Naherungsmethoden erhaltenen Werten ver-

glichen. In Abb. 5 ist die Wellenfunktion des Grund-

0 20 30 4

X —

-40 <30 -20 -10 0

Abb. 5. Vergleich der normierten Wellenfunktion des 1s og-

Zustands (Grundzustand) des H,*-Molekiil-Ions nach verschie-

denen Methoden: exakte Losung ( ) sowie Approxi-

mationen nach der LCAO-MO-Methode (————— ), nach

Coxroy ( ) und nach der NEMO-Methode
(x x x x). Alle GroBlen in atomaren Einheiten.

5 R. Bates, K. Lepsaam u. A. L. Stewart, Phil. Trans. Roy.
Soc. London A 246, 215 [1953].
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. Re- | Zahl der Raster- Energie | Energie
chen. | Zahl | Ra- | zellen (NEMO) | (exakt) Fehler
Molekiil Zustand zeit | der  ster- | auf der halben 1
Itera- brelztie ‘
[Min.] tionen As[3] Achse‘Achse Achse [at.Einh]  [at.Eimh] 9
H-Atom Is,a* 0,22 1 03| 16 | 16 16 | —0,49999952 — 0,500000 | -+ 0,96 - 10~4
1s,b* L15 13 035 16 | 16 16 | —0,49999915 — 0,500000 + 1,70 - 10~
258 502 50 035 16 | 16 16 | —0,12218560 — 0,125000 @+ 2,25
2 px 704 50 030 20 16 16 ‘_012589273 —0,125000 | — 0,71
Ho*-Mole- | lsog,a** | 516 | 37 | 015 20 | 16 16 —1,1128363 —1,102625 | — 0,03
killon, | lsog. b** 516 37 | 015 20 16 16 — 11027966 — 1102625 — 1.56- 102
2pona** 688 50 015 20 16 16 | — 067700697 — 0,667535 — 142
Kernabstd. | 2pou,b** 689 50 | 015 20 16 16 —066613172 — 0667535 + 0.21
R=2at. 2pm 552 | 50 018 16 | 16 18  —043824384 — 0428775 — 2,21
Einheiten } 1 w

a* bei Vorgabe einer konstanten Anfangsfunktion F (= bis auf Normierung exakte Funktion) ;

b* bei Vorgabe einer absichtlich falschen Anfangsfunktion F der Form a+c(z+y+z);

a** mit, b** ohne Mittelung von exp{—2p} und V’ iiber jede einzelne Rasterzelle. Zum Vergleich: 1sog-Energien (at. Einh.) und Fehler (in Klammern) nach
Conroy 3: —1,0959 (+0,61%), nach der einfachen LCAO-Methode mit H—1s-Funktionen ohne scaling-factor: —1,05377 (+4,43%) (W. Kavzmanx,
Quantum Chemistry, Academic Press, New York 1957, p. 380.

Tab. 1. Exakte und nach der NEMO-Methode berechnete Elektronencnergien verschiedener Zustinde von H und H,".

zustandes (1so,) des H," entlang einer durch die d.h. bei zu groflen Werten schon abzuschneiden.
beiden Kerne gehenden Geraden dargestellt. Besonders schlecht sind die Resultate, wenn ortho-
Da auf der durch die beiden Kerne von H," ge- gonalisiert werden muf} (2s bei H), da die Zahlen
henden z-Achse selbst keine Mittelpunkte von Raster-  der Rasterzellen mit positiven bzw. negativen Funk-
zellen lagen, muBten die in Abb. 5 durch Kreuzchen tionswerten stark verschieden sind (bei 2s von H:
dargestellten Funktions-Werte des Grundzustands 17 Zellen mit negativem F gegeniiber ca. 2100 Zel-
von H,* nach der NEMO-Methode an den Orten len mit positivem F). Hier sind erst mit dem erwei-
(z;0;0) durch quadratische Extrapolation der terten Programm bessere Resultate zu erwarten.
Werte F (23 0,54s; 0,54s) und F(z; 1,5 4s; 1,5 4s) Eine Abkiirzung der Rechenzeit ist zu erwarten,
und Multiplikation mit e~¢ berechnet werden. Wie  yenn man nicht wie hier die Funktionen gewissermalflen
man aus dieser Abbildung sieht, liegen die Funk- aus dem Nichts aufbaut, sondern als Ausgangstest-

tionswerte nach der NEMO-Methode praktisch auf funktionen die Ergebnisse nach irgendeiner einfachen
Niaherungsmethode (z. B. LCAO) verwendet. Die

des Kurve fler el Wellenfunktlon. : NEMO-Methode wiére dann noch eine Nachverbesse-
Wie man der Tab. 1 entnimmt, werden weniger ;o aber im Endergebnis dennoch unabhiingig von
gute Resultate fiir die angeregten Zustinde von H der LCAO-Niherung.

und H,* erhalten, wobei die Fehler in der Energie

i gr&.iBer sind, je v.veniger komlpakt die Wellen- Deutschen Rechenzentrums, Darmstadt. Der Deutschen
funktion ist, da dann die Rasterbreite As groBer 8¢ Forschungsgemeinschaft sei fiir die Finanzierung der
wihlt werden muB}, um die Funktion nicht zu frilh, Rechenzeit gedankt.

Alle Rechnungen erfolgten auf der IBM 7090 des

Anhang

Werden die Bezeichnungen
C,= ; ? %X“, 48(A 5 {16 (Fisn, 5,6 —Fi5,0)% +16(Fi_g, 5,5 —Fi,5,8)% — (Fiog,5,6—Fi,5,%)®
— (Fig,5,5—Fi,3,1)?} (36)

(C,, C, entsprechend),
=Z 2 Z XigxViie Fiin (37)
i

eingefiihrt, so schreibt sich Gl. (21) mit (27) W= (C,+Cy,+C,+D)/N. (38)
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Daraus ergibt sich beim Ubergang von F; ,, , zu F; ,, ,+AF W +AW statt W, wobei AW analog zu

(I, 28) und (I, 29) wird

= (AC,+ACy,+ AC,+ 4D —W AN) /(N + 4AN) .

(39)

Fiir AD — W AN erhilt man wieder ihnlich wie in (I, 32)

AD —W AN = X, jo, o AF (2 Fy, o, + AF) Vi — W),

(40)

wihrend fiir AC,, AC,, AC, wieder Beitrige vom Punkt (/, m,n) und mehreren Nachbarpunkten in z-,
y- und z-Richtung auftreten. Betrachten wir zunichst 4C,.

Beitrag vom Punkt (/, m, n):

{16(Fl+1 m, n"Fl m, n‘AF)2 +16(Fl 1, m, n"‘Fl m, n"AF)2
= (Fl-2,m.n_‘Fl,m,n_AF)2 _16(Fl+1,m,n—

Fl,m,n)2

_16(Fl—1,m,n"‘Fl,m,n)2 + (Fl+2,m,n_Fl,m,n)2 + (Fl—2.m,n“Fl,m,n)2}

Xl m, n48(A 5)?
(Fl+2,m,u_Fl,m,n_‘AF)2
=Xl,m,n4§(ld?)2’{_32AF'Fl+l,m,n+32AF'Fl,m,n+16(AF)2_

+16(AF)2 +2A4F- F1+2,,.,,—2AF Flmn

=Xl,m "4-8(A )2

Beitrag vom Punkt (I+1, m, n)

Xl+1,m "4‘8(41 )2

—Xl+1 m, n48(A )2

Beitrag vom Punkt (I+2,m,n):
1

Xl+2,m,nW

Xl+2 m. ”48([1 s)?

{16(Flmn+AF Fl+1mn)

32AF‘Fz_l,m’”+32AF’Fl'm,n
(AF)24+-2AF Fi_g 0 —2AFFy y n— (4F)?%}

{2AF[30FZ m, n_16Fl+1 m,n —16Fl 1,m, n+Fl+2 m, n+Fl 2,m, n] +30(AF)2}

—16(Fl m, n_Fl+1.m,ﬂ)2}

{24F-16(Fi,m,n—F111,m, n) +16(4F)2};

{_(Fl m, n+AF—Fl+2m n)2 +(Flm n"‘Fl+2,m,n)2}
{2 F(Fl+2mn_Flmn)—(AF)2}

Da die Beitrige der Punkte (I—1,m,n) und (I—2,m,n) analog sind zu den Beitrigen der Punkte

(I+1,m,n) und (I+2,m,n), so erhidlt man

AC.=24F ) o

+2AF43(A e

+{4FP 48(A 52

und mit Gln. (29) und (30)

Da sich 4C, bzw. AC, vollig analog aus Beitrdgen
der Punkte (I,m,n), (,m+1,n), (I,m-—1,n),
(I, m+2,n), (I, m—2,n) bzw. (I, m,n), (l, m,n+ 1),
(I,m,n—-1), (I, myn+2), (I, m, n—2) berechnen
lassen, ergeben sich fiir AC, bzw. AC, entsprechende
Ausdriicke wie Gl. (42) mit 4, und B, bzw. 4, und B,
an Stelle von 4, und B, . Hieraus und aus den Gln.
(25), (26), (39) und (40) ergibt sich der Ausdruck
fiir AW gemal Gl. (24).

Im Fall wasserstoffihnlicher Atome ergibt sich
V' = — 472, also eine Konstante. Es wurde darauf

{(Xl+2,m,n+Xl,m,n) Fl+2,m,n + (Xl—2,m,n+Xl,m.n) Fl-2,m,n

—16(Xl+1,m,n+Xl,m,n) Fl+1,m.n _16(Xl—l,m,n+Xl,m,n) Fl—l,m.n}
{30Xl m, n+16Xl+1 m, nt 16Xl-1 m,n _Xl+2 m, n“Xl—2 m, n} Fl,m.n

{30len+16Xl+1mn+16Xl 1,m,n —Xl+2mn"“Xl 2mn}
AC,=2AF A, +2 AFFy 1y, B+ (4AF)2B,.

(41)

(42)

hingewiesen, da} fiir den Grundzustand der Faktor
F in der exakten Wellenfunktion ebenfalls eine Kon-
stante ist und daB hier W =E=V’. Wie man aus
den GIn. (25), (26), (29), (30) und der Tatsache,
dal hier 7, mj,,-W:O ist, sieht, ergibt sich
A= —B-F; ,, , und damit nach Gl. (32) 4F=0.

Es folgt also zwangsldufig das tatsdchlich gefun-
dene Resultat, daf} in diesem Spezialfall bei Vorgabe
der theoretischen Funktion diese aufler am &ufer-
sten Rand véllig erhalten bleibt.



